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LatticeTheoryにお け るFelscherの
「非対称 な結合律」につ いて
芝 原 茂
/
一 つの集 合 の上 に,二 つの二項結合vとAと を持つたalgebraは次 の條件
を滿足 する とき,1atticeと呼 ぼれ る。
(Kv)xVy=yvx
(KA)X八y=yAX
(ASS)xv(yvz)_(xvy)vz
(AsA)x八(y八z)=(x八y)AZ
(AuV)xv(xny)=x
(AbA)x八(XVy)=x
簡單 にlatticeは次 の公理系 を滿足す るとい うことにす る。
(1)(萇絵:聯)
しか し任 意 のlatticeは次 の 公 理 を も 滿 足 す る 。
(AuV)xv(yvz)_(xvy)V(xvz)
(AuA)x八(yAz)=(x八y)A(xAz)
さ て 公 理 系(1)の(A、v),(A,A)を(p,1v),(A。A)でお き か え て 作 つ た 次 の 各 公
理 系(2),(3),(4)はす べ て(1)と同 等 に な る 。
(2)
(3)
(KVAuVAbVKAAunAbA)
(KVAuVAbVKAAsAAbp)
1
(4)(萇∵v食:1)
この樣 にある公理系 では,(A・V),(A・A)1ち逋常 の結合 律(A、v),(A,A)と
お きかえ ることが 出來 るか ら,非 對稱 な結合律 と言 つて お こう。 この非封稱 な
結合律はlatticeの特性 であ る。 例 えぼgroupの 乘法 において,一 般 には
x・(y・z)=(x・y)・(x・z)は成立 たなV>。
更 に,任 意の1atticeは尚次の公理 をも滿足す る。
(IV)XVX=X
(IA)X八X=X
(BV)XVy=xな らぼXAy=y
(BA)x八y=xな らばxvy=y
そ こで公理系(1),(3),(4)の(AbA),(Abv)を(Iv),(BV),(IA),(Bへ)でお きかえて
作 つた次 の各公理系は又(Dと同等 になる。
(5)
(g}
(7)
(KVAsVIVBVKAAsAIABA)
(KVAuUIVBUKnAsnIABへ)
(KVAsVIVBVKAAuAIABへ)
しか し公理系(2)におい て同樣 のお きかえを して作 つた次 の公理 系は;公 理 系(1)
と同等 にな らない。
(8)儲1:vBy ngn)
ここで更 に任意 のlatticeで成立 つ次の公理
(DU)xv(xvy)=xvy_
(DA)XA(x八y)=x八y
を公理 系(8)に附加 し,更 に(IV),(IA)を省略 して次 の各公理系 を作 ると,そ
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れ らはLaずれ も公理 系(1)と同等 にな る。
(9)(黙 熔DV)
⑩(gvAuv$v
gnAungnDn)
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[補題1](W。Felscher[1])(AbV)9(AbA),(Kv),(AsV)より(A。V)が
得 ら れ る 。
[證明](Abp)と(AbA)に よ り,任 意 のxに 樹 してXVx=xが 成 立 つ か ら,
(cf・[補題8])(Kv)と(Asv)に よ つ て,任 意 のx,y,zに 鍬 し てxv(yvz)=
(xvx)v(yvz)=xv{xv(yvz)}=xv{(xvy)vz}={(xvy)vz}vx=(xv
y)V(zVx)=(xVy)V(xVz)が 成 立 つ 。
[補題1'](Abv),(AbA),(KA),(Asn)より(AuA)が得 ら れ る 。
醗 明]二 項 結 合vと 八 の 双 封 性 よ り 明 ら か で あ る 。
[補題2](KU),(KA),(Abv),(AbA)が滿 足 さ れ てL>る と き,xvy=xと
XAy=yと は 同 等 で あ る 。
[證明]xvy=xな ら ぼ(Kv)に よ つ てyvx=xで あ り,(AbA)に よ つ て
y=yA(yvx)=y八x。(AbA)と(KA)に よ つ て 逆 も成 立 つ 。
[定義1](A。V),(Kv),(AbV),(KA),(Abn)を滿 足 し て い るalgebraに
お い て,次 に よ っ て 二 項 關 係 〉 を 定 義 す る 。
(0)XVy=xの と き,そ の と き の みx>y又 はy〈xと す る 。
[補題3]〔 定 義1〕 の 意 味 の 二 項 關 係 〉 は 反sr.;律を 滿 足 す る 。 皀卩ちx>y
か つy>xな ら ばx=yで あ る 。
匿 明]定 義 よ りx>yか つy>xな ら ば,xvy=xか つyvx=yで あ
り,(KV)よ りx=y。
[補題4]〔 定 義1〕 の 意 味 の 二 項 關 係 〉 で は 常 にXVy>xとXVy>yが
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成 立つ。
[證明](AbA)によ りXA(XVy)=xが 常 に成立 つか ら,(KA)に よつて
(xvy)八x=x。從 つて[補 題2]に よ り(xvy)vx=xvy故 に(xvy)>x。
同樣 にyVx>yが 成立 つか ら(KV)によりXVy>y。
[補題5][定 義1]の 意 味の二項關係〉 に關 して,xvyはx,yのsupre-
mumの 性質 を持 つ。師 ちv>xか つv>yな らばv>xvy。
[證明]v>xか つv>yな らばVVX=vか つvvy=vだ か ら,(Auv)に
よつて,V=(VVX)=(VVX)VV=(VVX)V(VVy)=VV(XVy)。 從 つて
vexvya
[補題6L[定 義1]の 意 味の二項關係〉は推移律 を滿足す る。 師 ちx>z
か つZ>yな らぼX>y。
[證明]x>zか つz>yな らば,xvz=xか つzvy=zで あるから,(AnV)
に よつて,XV(XVy)=(XVZ)V(XVy)=XV(ZVy)=XVZ=X。 從つて
x>XVy。 ところが[補 題4]に よつて常 にx<XVyが 成立 つか ら,反 對稱律
よ り,XVy=x。 從 つてx>y。
[補題7】(A。v),(Kv),(KA),(Abv),(AbA)より(A,v)が得 られ る。
[證明][補題4]に よつて,任 意のx,y,zに 籤 し
XV(yVZ)>X O
XV(yVZ)>yVZ
更 に
yVZ>yyVZ>Z
だか ら推移律 によつ て,
XV(yVZ)>y
XV(yVZ)>Z
②
③
xvyはxとyと のsupremumだ か ら,①,② よ り
XV(yVZ)>XVy ④
又(xvy)vzはxvyとzと のsupremumだか ら③ と④ より
一4一
LatticeTheoryにお け るFelscherの非 対 称 な結 合律 に つU>て
XV(yVz)〉(XVy)Vz⑤
⑤ におい てx,y,zをz,y,xで お きかえ,更 に(KV)を 使 えば,
ZV(yVX)〉(ZVy)VX・
XV(yVz)<(XVy)Vz⑥
⑤ と⑥ とに反對稱律 を使つて
xv(yvz)=(xvy)vz
が得 られ る。
[補題2]に よつて,(KV),(KA),(AbV),(AbA)が滿足 され てv)る時は,
(0)は次の(0')と 同等 であ る。
(0')x八y=yのとき,そ の ときにのみx>y又 はy<xとす る。
從 つて,(A。A),(KV),(KA),(AbV),(AbA)が滿 足 されてい るalgebraにお
い て,(0')又は(0)で 二項關係〉 を定義すれば,同 樣 に[補 題3'],[補題4'],
[補題5'】,[補題6']が成立 つ。但 しこれ らの補題 は次 の通 りで ある。
[問題3']この第二 の定義 の意 味での二項 關係〉 は反 對稱律 を滿足 す る。
[問題4']二項 關係〉では常にx八y<xとXAy〈yが 成 立つ。
[問題5']xAyはx,yのinfimumの 性質 を持 つ。 皀卩ちv〈xか つv<y
な らばV<XAy。
[問題6']第二の定義 の意味 での二項關係 〉は推移律 を滿足す る。
從 つて同樣 に して次 の[補 題7']が成 立つ。
[問題7'](A。A)(Kv)(KA)(Abv)(AbA)より(A、A)が得 られ る。
[補題1],[1'],[7],[7']より明 らかに次 の定理が得 られ る。
[定理1](W.Felscher[1D公理系(2),(3),(4)は(1)と同等で ある。
なお公理 系(1)におけ る各公理 の獨立性 は,LN.Kimura[2]によつて肯定 的
に解決 され てい る。公理系②,(3),(4)につLaても同樣 に各公理 の獨立性が示 さ
れ る。
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[補題8](S.Rudeanu,[3])(Abp)と(AbA)より(Iv)と(IA)が得 ら れ る 。
[證明](AbV)に よ りxv(x八x)=x。 從 つ て(AbA)を 利 用 し て,xAx=
XA{XV(XAX)}=X。 同 樣 に,XVX=X。
[補題9](KV),(KA),(AbA)よ り(BV)が 得 ら れ る 。
[證明]xvy=xな ら ば(Kv)に よ つ てyvx=xだ か ら,(Abp)に よ つ
てy=y八(yVX)=y八X。 さ ら に(KA)に よ つ てX八y=y。
[補題9'](KV),(KA),(AbV)よ り(BA)が 得 ら れ る 。
[補題10](M.Kobayashi,[4])(lv),(Kv),(KA),(Asv),(BV)から(AbA)
が 得 ら れ る 。
[證明](Kv),(A、v),(lv)によ つ て,(xvy)vx=xv(xvy)=(xvx)vy
=xvyだ か ら(BV)に よ つ て ,(xvy)八x=x。 從 つ て(KA)に よ つ て,
xn(xvy)=xo
[補題10'](IA),(Kv),(KA),(A,A),(BA)から(Abv)が 得 ら れ る。
[補題8],[9],[9'],[10],[10']より次 の 定 理 を得 る 。
[定理2](MKobayashi,[4])公 理 系(5)は公 理 系(1)と等 値 で あ る 。
[補題11](AbA),(A。A),(BA),(Kv)より(Abv)が 得 ら れ る 。
[證明 】(Abp),(AuA),(Kv)によ つ て,xAy=x八{yA(yvx)}=(xAy)八
{xA(yvx)}=(x八y)A{x八(xvy)}=(x八y)八xだ か ら,(BA)に よ っ て,
(X八y)VX=X。 さ ら に(KV)に よ つ てXV(XAy)=X。
[補題11'](Abv),(AuV),(BV),(KA)より(Abp)が 得 ら れ る 。
[補題1][1ノ],[7],[7'],[8],[9],[9ノ],[10],[10,],[11],[11'1によ つ て
次 の 定 理 が 得 ら れ る 。
匸定 理3]公 理 系(6),(7)は公 理 系(ユ)と同 等 で あ る 。
と こ ろが 公 理 系(8)では ま つ た く事 情 が 異 な る 。
[定理4]公 理 系(8)を滿 足 す るalgeraは 必 ず し も1atticeでは な い 。
[證明]三 つ の 元a,b,cか ら な ら 集 合Sに,次 の 乘 積 表 に よ る 二 項 結 合v`
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とAを 與 え ると,公 理系(8)の各公理は滿足す るが,(A,V)を滿足 しない か ら,
このalgebra(S;v,A)は1atticeではない 。
V
a
b
C
abc
acb
cba
bac
八
a
b
C
abc
acb
cba
bac
この規則 によると,(avb)vc=cvc=cav(bvc)=ava=aだ か ら
(avb)vcキav(bvc)である。師 ち(A、V)を滿 さない 。
[補題12](IV)(BV)より(IA)が得 られ る。
[証明](lv)に よつて,xvx=x。 從 つて(Bv)に よりxnx=x。
[補題12ノ](IA),(BA)より(IV)が得 られ る。
[補題12],[12,]によつて,次 の定理が成 立つ。
[定理5]公 理系(5),(6),(7)より(IV)又は(IA)の どちらか一方 を省略 し
て も,元 の公理系 と同等 な公理系が得 られ る。
[補題13](憩HcoPK矼H[5】)公理系(5)から(lv)と(IA)との兩方 を省略すれぼ
もはや公理 系(5)と同等 な公理系 にはな らない 。
[証明]二 つの元a,bか らなる集合S={a,b}に次 の乘積表 に よる二項結
合vとAを 與 え る。
v
a
b
ab n
aa
I-
a
b
ab
ab
ba
このalgebraは(lv)と(IA)を滿足 しなL>が,公 理系(5)の他 の公 理 をすべ
て滿 足す る。 この例 か ら明 らかかな樣 に,(IV)と(IA)は公理 系(5)の他の公
理 だけか らは決 して導 出 されない。
IC1.ICI.Copxaxのモデルは更 に(AbV)を 滿足 しない。bv(bAa)=bvb=a
となつてbv(b八a)キbだ か らである。從 つて公理系(5)から(lv)(IA)の兩
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方 を省略 した部分系は1atticeを定 義す る公理系 とはな り得 ない,と 同時 に公
理系(5)とも同等 にはならぬ。
同樣 に公理系(6),(7)から(IV)(IA)の兩方 を省略 しては(6),(7)と同等 な部分
系 を得 ることは 出來ぬ。 しか し次 の補題 から明らか な樣 に公理系(8)から(IV),
(IA)の兩 方を省略 して も(8)と同等 な公理系 を得 ることが出來 る。
[補題14](Kv),(KA),(Bv),(Bへ)∫(AuA),(Auv)から Iv),(IA),が得 ら
れ る。
[証明亅(AuU)と(KV)よ りxv(xvx)=(xvx)v(xvx)={(xvx)vx}
v{(xvx)vx}={xv(xvx)}v{xv(xvx)}=xv{(xvx)v(xvx)}=xv
{xv(XVx)}從つて(KV),(KA)と(BV)によつて,
XA{XV(XVX)}=X①
同 様 に して,(A。A),(KA),(KV),(BA)に よ つ て,
XV{XA(XAX)}=x②
(Aun)と ① よ りxnx=xn{x八[xv(xvx)]}=(xAx)A{xA[xv(xvx)]}
=(XAX)AX從 つ て(B八)と(KV)に よ つ て
XV(XAX)=X③
同 樣 に し て(Auv),(KA),(BV)と ② よ り
XA(XVX)=X④
(A。A),(KA)と ④ よ りxAx={x八(xvx)}A{xA(xvx)}=x八{(xvx)八
(XVX)}一{XA(XVX)}A{(XVX)A(XVX)}=(XVX)A{X八(XVX)}=(xvx)
nx=xn(xvx)=xa
i司樣 に して,XVX=X。
[補題14]に よ つ て,次 の 公1理系(11)は公 理 系(8)と同 等 で あ る 。
⑳(KvgvAuv
KABAAuA)
しか しなが ら,定 理4で 述べ た漾 に,公 理系(11)は公理系(1)と同等 ではない。 そ
こで この公理系(11)に(DV)と(DA)を附加 して,公 理系 を作 る。
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⑫(KVBVX-uvLV
KnBnpionDn)
[補題15](Dv),(Bv),(Kv),(KA)よ り(AbA)が得 られ る。
[証明](DV)に よつてxv(xvy)=xvyだ か ら,(Kv)と(Bv)に よつ
て(xvy)Ax-x.さ らに(KA)に よつ て,xA(xvy)-x。
[補題15'](DA),(BA),(Kv),(KA)よ り(AbV)が得 られ る。
[補題16](Ain),(A・A),(Kv),(gn),より(DA)が 得 られ る。
[証明](Abn),(Aun),(Kv),(KA),によつて,x八y=x八{yA(yvx)}=
(x八y)n{xn(yVx)}一(x^y)A{xA(xVy)}一(xAy)nx=xn(x八y)
[補X16°](AbV),(A・V),(Kv),(KA)より(Dv)が 得 られ る。
[補題17](AbA),(BA)より(DV)が 得 られる。
[証明](AbA)に よつて,xA(xvy)=xだか ら(BA)によつて,xv(xvy)
=xvYo
[補題17'](AbV),(BV)より(DA)が 得 られ る。
[定理6]公 理系(9)と⑩ はいずれ も公 理系(1)と同等 である。
[証明][補題15],[15'],[16],[16']によつて,公 理系(9),⑩ を滿足す る
algebraぼそれぞれ公理系(2)を滿足す る。[補題9],[9']によつて,公 理系(2)
を滿足 す るalgebraは(Bv),(BA)を滿足 す るか ら,さ らに[補題17],[17']
によつて(DA)(DV)を も滿足す る。從 つて,公 理系(9)と⑩ はL>ずれ も公理
系(2)と同等 であ り,從 つて公理系(1)と同等 である。
[定義2]公 理系⑫ の部分系Σは,公 理系⑫ と同等であつて,か つΣにおけ
る各公理が 獨立 であると き,rninimalであるとv>う。
公理系(9),⑩はminimalであろ うか。今公理系⑫ の部分系 で⑫ と同等 な公
理系 をΣ とおき,Σ につい て考察 を進 める。'
[補題18]Σは(BV)を 含 まねぼな らぬ。
[証剛 集合S={a,b}に次の乘積表 による二項結合vとAを 與 える。
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va
b
ab n
ab
bb
a
b
ab
-
aa
この二項結合は明 らか に(KV)(KA)(DA)(A。A)を滿足 し,さ らに(A。v),
(DV)を滿足 する。又常 にxAy=aと なるか ら,xny=xが 成立つのはx=a
の ときだ けで,そ の ときはaVy=yが 必ず成立つ。從 つて(BA)も 又滿足す
る。 しか し,bvb=bで あ るの にb八bキbで あるか ら,(BV)を 滿足 してい
なL>。從 つて,公 理系 ⑫ の(BV)以 外 の公理 か ら決 して(BV)は 導 き出 され
なL>。
[補題18'】Eは(BA)を含 まねぼな らぬ。
[証明】[補題18]のモデル と双鍬の乘積表 を持つ たモデルをとればよい 。
[補題19]2は(KV)を 含 まねばな らぬ。
[証明]集 合S={a,b}に次 の乘積表 による二項結合vとAを 與 える。
V
a
b
ab 八
ab
」.
a
b
ab
aa
/!
(Kv)は明 らかに滿 足 され ないが,(KA),(A。A),(DA)は明 らか に成立つ。
さ らに(BV)(BA)(Auv)(DV)も成 立つ。
[補題19']Σは(Kn)を 含 まねば ならぬ。
[補題20]ヨは(A。v)を 含 まねばな らぬ。
[証明]集 合S={1,2,3,4,5}に次の二項結合 を與 える。
xvy=
X八y=
5(a=2か っb=3,又はa=3かっb=2の とき)
{m。x(x,y)(その他 のすべての場合)
1(a=2か つb=3,又はa=3かっb=2のと き)
{min(x,y)(その他のすべ醐 合)
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(KV),(K八)は 明 ら か に 滿 足 さ れ,さ ら に(BV)(BA)(Dv)(DA)(Auk)
も又 滿 足 さ れ る 。 し か し2v(3v4)=2v4=4,(2v3)v(2v4)=5v4=5だ か
ら,2v(3v4)キ(2v3)v(2v4)。 從 つ て(A。V)は 滿 足 さ れ なL>。
[補題20'】Σ は(A。A)を 含 ま ね ぼ な ら ぬ 。
[証明]集 合S={1,2,3,4,5}に 次 の こ 項 結 合 を 與 え る 。
XVy-{5
rnax(x,y)観濃 擦4か つb=3のとき:
x・y-1
minx.C,Y)識 二∵ 讖1か つb=3のとき:
前補題 と同樣 に して(Kv)(Kn)(A。V)(Bv)(BA)(Dv)(DA)が滿 され
ることが 見 られ る。 しか し3A(4A2)=3A2=2
(3A4)A(3A2)=1A2=1だか ら。3八(4A2)キ(3A4)A(3A2)。從 つて(A。A)
は滿 され ない 。
[補題21LΣ は(DV)と(DA)と のい ずれ か一方 を含 まねばな らぬ。
[証明]定 理4と 同 じモデル にお 〉々て,av(avb)=avc=b,avb=cだか
らav(avb)キavbで あ り(Dv)は 滿 され なv)。同様 に(DA)も 滿 され な
いが,公 理 系⑫の他の公理 はすべ て滿 され る。 從 つ て,(Kv)(KA)(A。v)
(Aun)(BV)(BA)だけか らは決 して(DV)も(DA)も 導 き出され な々)から
Eは(DV)又 は(DA)を 含 まねぼな らない。
從 つて.最 後 に次の定 理が成立つ。
[定理71公 理系⑫ の部分系 の中,公 理系(9)と⑩ だけがminimalである。
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